Kgbenhavns Universitets @konomiske Institut

2. arsprgve 2019 V-2DM ex ret

Rettevejledning til skriftlig eksamen i Dynamiske Modeller

Fredag den 18. januar 2019

Opgave 1. Vi betragter femtegradspolynomiet P : C — C, som er givet
ved forskriften

Vz2eC:P(z) =2+ 2t +5°2 + 522+ 42 + 4.

Desuden betragter vi differentialligningerne

Pr  d*z d>x d?x dx
er et LT LT 0T g
(+) a5 T Pogp Toge T T =0
og
Sz dz Bz Px d
() LT ST 5T 4T 4 = 463 + 202 + 50t + 66.

de Tdtt T A T a2 e
Vi betragter tillige differentialligningen

dy &Py dy Py Py dy
Y Y 58 52 Y Yy,
(x5 %) as Tan TP T Pus T tae Tt

(1) Vis, at z = —1 er en rod i polynomiet P, og at betingelsen
V2eC:P(z) = (2" +522 +4)(2 + 1)

er opfyldt.

Lgsning. Ved at udregne P(—1) ser vi, at P(—1) =0,sa 2z = —1 er
en rod i polynomiet P.

Ved at benytte polynomiers division finder vi, at betingelsen
Ve C:P(z) = (2" + 522 +4) (2 +1)

er opfyldt.



(2) Bestem samtlige rgdder i polynomiet P.

Lgsning. Idet
2 —5++/25—-16 _ —5+3 _ {—4'
2 2 -1
Dette viser, at polynomiet P har rgdderne i, —i, 27, —2¢ og —1.

(3) Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen ().

Lgsning. Vi finder nu, at
T = ¢y cost + cysint + c3cos(2t) + ¢y sin(2t) + cze

hvor ¢y, ¢, ¢3, ¢4, ¢5 € R.
(4) Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (sx).

Lgsning. Vi geetter pa en lgsning af formen & = A3 + Bt> + Ct + D,
s &' = 3A82 4 2Bt + C, 3" = 6Al + 2B, 3" = 64 og #" = 3" = 0.

Vi finder herefter, at A=1,B =2,C =1 og D = 3. Den fuldsteendige
lgsning til (x%) er derfor

T = cjcost + cysint + c3cos(2t) + cysin(2t) + cse 13+ 242+t + 3,

hvor ¢, ¢, c3, ¢4, 05 € R.
(5) Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (s * ).

Lgsning. Det karakteristiske polynomium for differentialligningen

(%) er Q(z) = zP(z), som foruden rodderne i P ogsa har roden z = 0.
Den fuldsteendige lgsning for differentialligningen (x * ) er derfor

y = ¢y cost + cysint + 3 cos(2t) + ¢y sin(2t) + cse”" + ¢,

hvor ¢, ¢, c3, ¢4, C5,c6 € R.

Opgave 2. Vi betragter maengderne

1
A:{ZEC\VnEN:\zyzl—}
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B={:ecC|VreQsnl0,1]:|z|=r}.



(1)

(2)

Bestem det indre A9 og afslutningen A af meengden A.
Lgsning. Vi finder, at A° = @ og A = AUT, hvor T er torusgruppen.

Lad (zj) veere en folge af punkter fra meengden A. Vis, at denne folge
har en konvergent delfplge (z,), hvis greensepunkt z, € A.

Lgsning. Da folgen (z;) er en folge pa A, er denne fplge ogsa en folge
pa den kompakte meengde A. Heraf fglger pastanden umiddelbart.

Bestem det konvekse hylster K = conv(A) for A, og godtger, at enhver
kontinuert funktion ¢ : K — K har et fixpunkt.

Lgsning. Vi finder, at
K =conv(A) ={z € C | |z] <1},

og enhver kontinuert funktion ¢ : K — K har et fixpunkt z* € K, jvf.
Brouwers fixpunktsaetning.

Bestem det indre B? og afslutningen B af meengden B, og godtger, at

(BO) c B°.

Lgsning. Vi ser, at BY = 0 og B = K, jvf. lgsningen i overstaende
sporgsmal.

Endvidere ser vi, at BO = @ og
(B =K ={2€C||z| <1}
Nu er pastanden abenbar.

Lad G veere en aben delmaengde af C. Vis, at

G C (G)°.

Lgsning. Det er klart, at G C G, og da G er aben, er pastanden klar.



(6) Lad F veere en afsluttet delmeengde af C. Vis, at

(FO)C F.

Lgsning. Det er oplagt, at F© C F, og da F er afsluttet, er pastanden
klar.

Opgave 3. Vi betragter korrespondancen F' : R — R, som er defineret ved

forskriften
0,1] forz<0

F(x)=<[-1,2] forxz=0 ,
[—3,3] forz>0
og den funktion f: R? — R, der er givet ved udtrykket
V(z,y) € R: flo,y) = 2* + 2z9°.

Desuden betragter vi korrespondancen G : R — R, som er givet ved udtryket

~ [[-2,2] for 0
G(y)_{[0,3] forzgo '

(1) Vis, at korrespondancen F' ikke har afsluttet graf egenskaben, og at
den hverken er nedad eller opad hemikontinuert.

Lgsning. Grafen for korrespondancen F' er ikke en afsluttet meengde
i R?, sd F har ikke afsluttet graf egenskaben. Lad os dernzest betragte
folgen (—%) , som konvergerer mod 0. En folge (yx), hvor yx € F(zy)
for ethvert k£ € N, kan umuligt konvergere mod 2 € F(0). Dette viser,
at korrespondancen F' ikke er nedad hemikontinuert. Lad os sluttelig
betragte den abne omegn U =] — 2, 3[ af intervallet [—1,2]. Mengden
[—3, 3] er imidlertid ikke en delmangde af U, og derfor er F' ikke opad
hemikontinuert i 2y = 0.

(2) Bestem den maksimale veerdifunktion v, : R — R, som er defineret
ved udtrykket

Vo eR:v,(zr)=max{f(z,y) |y € F(z)}.

Lgsning. Vi ser, at

x2, for z <0 med y =0
vy(z) = ¢ 0, forx =0med y € [-1,2] .
2?4+ 18z, for x > 0 med y = £3



(3) Bestem en forskrift for den maksimale vaerdikorrespondance M, : R —
R, hvor

VeeR: M(z)={ye F(z)| f(z,y) = vu(x)}.

Lgsning. Fra det overstaende far vi straks, at

{0} forx <0
M,(z) =4 [-1,2], forxz=0 .
{-3,3} forz>0

(4) Bestem en forskrift for den sammensatte korrespondance H = G o F' :
R — R.

Lgsning. Vi finder, at

H(z)=GoF(z)= J G(y):{{(}g’]}% igii;g

yeF(z)

Opgave 4. Vi betragter integralet
V3
I(x) = / (e' — 22% — u?) dt,
0
hvor & = x + u, 2(0) = 0 og (1) = V/3.
(1) Vis, at dette optimale kontrolproblem er et maksimumsproblem.

Lgsning. Vi opstiller forst Hamiltonfunktionen
H=H(t,x,u,p) = e —22° —u® + p(z + u),

og heraf finder vi, at

OH OH
e = wtp=-pog 5-="2utp=0,
u

Ox
og desuden ser vi, at
—4 0
"o
i = ( 40 ) |
Denne Hessematrix er negativ definit, og derfor er der tale om et mak-
simumsproblem.



par (z*,u*).

(2) Opstil Hamiltonfunktionen H = H(t,z,u,p), og bestem det optimale

Lgsning. Vi har allerede opstillet Hamiltonfunktionen, og fra de oven-
staende udregninger finder vi, at p = 2u, at u = £ — x og at p = 2u.
Heraf finder vi sa, at —2u = —4x + 2u og dermed, at —4x + 27 —
2r = —2& + 2&. Nu ser vi sa, at & — 3x = 0, og det karakteristiske
polynomium for den linezere, homogene andenordens differentialligning
er P(\) = A% — 3. De karakteristiske rodder er saledes A\ = /3.

Vi ser nu, at

z = AeV? + Be_*/gt, hvor A, B € R.
Da z(0) =0, er B= —A, sa

r=A (e\/gt — e_‘/gt) , hvor A € R.

Nu er z(v/3) = 1, og heraf finder vi, at A = -1
derfor, at

e3_e3

3
a— 51 (e*/gt — e_\/gt) .

Vi differentiation opnas, at

3

P (\/ge‘/gt + \/ge_‘/gt) :
b —1

sa

w = (V3= 1)e"® + (V3 + 1)e V™).

e3

T oeb-1-

Vi ser



